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Hypothése de I'étude :
- L'axe du tube est horizontal (axe x). La gravité est orienté vers les z négatifs.
- Les barres ne travaillent qu'en traction-compression. Il n'y a pas de flexion des barres.

- Le plan des points A, B, C, et D est un corps fixe et rigide et le plan des points E, F, G et H
est un corps rigide qui porte la charge de masse M, supposée appliquée en son centre (L,0,0)

- La masse totale des 8 barres, barres identiques et homogéne, vaut m.

Ainsi, en raison des symeétries, le plan rigide a trois degrés de liberté, potentiellement non
nuls :

- une translation d'axe I'axe x de valeur u

- une translation d’axe I'axe z de valeur A

- une rotation d’angle ¢ et d'axe l'axe y

" . _ _ C b
Position des points sans subir la flexion (tel que g=0): \
b b b b b b
Al0,=,—= B|0,—,—= -—=,=
(0!2’2 0}2’ 2) COJ 2J2) I A
F b
plo,~2, -5 ElL.20| Flz,-20 B
27 2 2 2
b b H /
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Position des points subissant la flexion:

E L+u,2,—A
2
F L+u,—2,—A)
2
G L+u+gsin(p,0,gcosq)—A)
H L+u—gsinq),0,—gcosq)—A)

or la rotation @ correspond a un petit angle donc sing~¢ et cosp=1
D’ou par linéarisation :

b

E L+u,—2,—A GL+u+2(p,0,——A HL+u—Q(p,0,—2—A
2 2 2 2 2

L+u,2,—A) F
2

Variations des longueurs des 8 barres :
1 2
On pose T la longueur avant contrainte des 8 barres identiques : TZE\/4L2+b2=1/L2+bZ

et pour chaque barre AT, =T, —-T avec T la longueur de la barre sous

barre barre barre

contrainte.
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Les longueurs des barres sous contrainte et sous forme linéarisé en ¢ sont :

2 2
pour AG et CG : TAG:ch:\/ L+U+gq) +bZ+A2
2 b2
pour BH et DH : Tp=Tpy=+1|L+u—=0 +Z+A2
b 2
pour AE et CF : T, =T= (L+u)2+ _A_E
b 2
et pour BE et DF: Tpe=T pr=1/(L+u)’+ _A+§
T;,.—T°
Tyure Peut étre mis sous la forme T,,.=TV1+¢€,,.,. avec ebme:bar#
€
Ainsi, a I'ordre 1 du développement limité en €,,, ,ona: T, . .=T 1+_”;’r‘?)

2 2
- Tbarre_ T

€parre |
D'ou AT Nba% . Ainsi pour chaque barre : AT, =~ 5T

barre ™

On réalise un développement limité au premier ordre enu, A et @ et on obtient :

b L

u+A—) AT == b

L u—A—)

L
ATBH:?

AT, ~—
AETT

_9b
2

u+ 22

2

ATAG:£ u

T 2L T 2L

Energie potentielle élastique associée aux barres :

Une barre de longueur T, de section S et de module E, soumise a un effort f, s’allonge d'une
longueur e. D'apreés la loi de Hooke : 0=F¢€ .

Dans notre cas ng et e:% d’ou £=E% ainsi f:ETSe

. . ES
Ainsi, les barres se comportent comme des ressorts de raideur k:T

On charge la barre de maniere quasi statique, de 0 jusqu'a I'allongement final e. Ainsi, le
travail de I'effort f est stocké sous forme d’énergie élastique :

i r ES 1ES » ., . 1, »
U,=|fde U,=| —ede U,==—e" dou U,=-ke
}[ { T 2T 2

On a montré au paragraphe précédent qu’a l'ordre 1 :

u+AL
2L

ATAG:% u+% AT, ~%

L b
ATBEE?(U—AE)

@b L
—2 AT ==
y ) ot

Or, la somme sur les 8 barres des énergies stockées sous forme élastique est donnée par:

U= K[2(AT 1o F42(AT 5, +2(AT o, P+2(AT )

total — )

d’ol finalement : U 8L U+ L b o +b* A

totaI2 2 Tz (
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énergie potentielle de pesanteur :

Pour la masse M dans le plan des points E, F, G et H, son centre de gravité descend d’une
hauteur A .
Ainsi, |E, y=—MgA

m o .
Chacune des 8 barres a une masse de r et un centre de gravité noté¢ C,,,, .

Ainsi, les coordonnées du centre de gravité de chaque barre sous forme linéarisé en @ sont:

L+u bo b b—A L+u b b b—A L+u bo b —A-b
e e B b O e T e i
c [Ltu_bp _b —A—b) c ﬂéé_é) c [Ltu _b Q_A)
bHL 2 4° 47 2 Al 2 7274 2 “l2 7 2’4 2
c [Ltub _b A C ﬂ_b_é_é)

BEl 2 727 4 2 PRl 2 27 4 2

_m

Or, I"énergie potentielle de pesanteur d’une barre E vaut: E, .= 3 glz.

p,barre

avec Az, la variation suivant I'axe de z de la coordonnée du centre de gravité de la barre.

Ce qui donne pour la somme E, . des énergies potentielles des 8 barres a 'ordre 1 :
(b—A b-A,b,—A-b b —A-b b A b A b A b A)_(zé_zé)

+ +—+ —— 4 ——=
2 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 2 2

m
Ep,ngg

. e . A
d’ou, Ep,m:—mg% . On peut noter que sans linearisation en ¢, on obtient: Ep,m:—mga

Energie potentielle totale :

L’ énergie potentielle totale est donc : E,,=Uu+E, y+E

p,m

k

TZ

(8 L2uZ+L2b2(p2+b2A2)—MgA—mgé

Ainsi, E, = 5 5

Principe de stationnarité :

L'énergie potentielle totale dépend des 3 degrés de liberté u, @ et A .
D’aprés le principe de stationnarité, I'énergie potentielle totale a I'équilibre est telle que :

aEtot_O aEtot_O t aEto[_O
ou o0 < oA T
. 8kL® kLb* kb* 1 _ES
d’ou = u=0, 7 »=0 et ?A—Mg—zmgzo or k_T
2
Ainsi, u=0, ¢=0 et %A—Mg—%mgzo

3
et finalement A= gT 5 (M+m)
ESb 2

D’ou les positions des points aprés déformation au premier ordre :

E(L,é,—A
2

H(L,O,—Q—A)
2

b b
—2 - 2-A
F(L, 5 A) G(L,O,2
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Conclusion :

On retrouve les résultats classiques de la structure Serrurier a I'ordre 1 : @=0 et u=0

¢=0, c'est a dire : pas de rotation du plan de référence du miroir
u=0, c’est a dire : pas de variation de la distance des 2 plans

3
gTz M+m)
b 2

et une valeur pour A telle que A=

Remarque :

Pour notre choix géométrique, il suffit de substituer L par L-e dans |'expression de T.

Cela donne Tl:%\/4(Li—e)2+b2
3
. . 7 gTz ml
L'expression de A reste inchangée : A.= S| Mi+—
ES.b 2
b
Ll X L2
e e
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